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1 Calcul matriciel et Déterminant

Chapitre 1 : CALCUL MATRICIEL,

Dans ce chapitre K désigneraR, ouC.

Définitions et propriétés
Un tableau rectangulaire, de nombres (€ K), de la forme

a1l ain . . . a1n

a  axp . . . d2p
A=

Qw1 Am2 - - - Qmn



— Les lignes horizontales sont appelées lignes ou vecteurs lignes de la ma-

trice.

— Les lignes verticales sont appelées colonnes ou vecteurs colonnes de la

matrice.

— Une matrice a m lignes et n colonnes est appelée matrice de type (m, n).

— M, (K) désigne I'ensemble des matrices de type (m, n).

Exemples :

1 0 2

30
B=[1 -3 | e M3,(R)

1 5

4
C=<3>€le1(]R)
D=(7)¢eMp(R)

1 2 1

— E=| -2 -1 4 | e M33(R)
5 0 3

Matrices particuliéres

1.
2.
3.

Matrice ligne C’est toute matrice A de type (1, n), (A € My ,).
Matrice colonne C’est toute matrice A de type (m, 1), (A € M,;1).

Matrice nulle C’est la matrice de M|, ,,) dont tous les coefficients a;; sont
nuls. On note Oy, ;.

Matrice unité ou identité C’est la matrice de M|, ,,) dont les coefficients
ajj vérifient a; = 1 eta;; = 0 pour i # j. One note ;.

. Matrice transposée La matrice transposée d’une matrice A de M,

c’est la matrice B de M|, ,,y dont les lignes sont les colonnes de la matrice
A et les colonnes sont les lignes de la matrice A.

Matrices carrées

— On appelle matrice carrée d’ordre n toute matrice de type (1, n).

— On note M, 'ensemble des matrices de type (12, 1).

Soit A une matrice carrée d’ordre 1 : A = (a;j)1<; j<n- Les coefficients (a;;)1<i<n
sont dits éléments ou coefficients diagonaux de la matrice A et constitue la

diagonale principale de la matrice A. Exemple : Soit A = ( }1 g ) Les

éléments diagonaux de la matrice A sont a1; = 1 etaz =5.



Matrice diagonale

Soit A une matrice carrée d’ordre n: A = (aij)lgi,jgn‘ On dit que la matrice
A est une matrice diagonale si tous les éléments non diagonaux de la matrice
sontnuls : (2;; = 0sii # j). Exemples:

20
La=(29)

c 0 0
2. Matrice scalaire: A = 0 c 0 |,cek
0 0 ¢
1 00 O
. . .. T 01 00
3. Matrice unité ou matrice identité : Iy = 001 0
0 0 01

Matrice triangulaire

Soit A une matrice carrée d’ordre n: A = (ﬂij)lgi,jgn- On dit que A est une matrice
triangulaire inférieure si tous ses éléments au dessus de la diagonale principale sont
nuls (a;; =0sii < j):

a1l 0 . . . 0
ag axp 0
A= ,
0
an1 . . . bln(n71> Apn

((aij)1<j<i<n € K).  Soit A une matrice carrée d’ordre n : A = (ﬂij)lgi,jgn-
On dit que A est une matrice triangulaire supérieure si tous ses éléments au
dessous de la diagonale principale sont nuls (a;; = 0sii > j) :

a1 412 - . . a1n
0 ax
A= 0 ,
- An—1)n
0 0 Ann
((ai})1<i<j<n € K). Exemples:
3 0 100
1. ( 2 1 ) et | 0 2 0 | sontdesmatrices triangulaires inférieures.
2 43
) 3 116
2. ( 0 3 ) et| 0 0O 5 | sontdesmatrices triangulaires supérieures.
0 0 2

Si une matrice A est triangulaire supérieure alors sa matrice transposée ‘A est
triangulaire inférieure et inversement.



Matrice symétrique
Soit A une matrice carrée d’ordre n: A = (aij)lgi,jgn‘ On dit que la matrice
A est une matrice symétrique si elle est égale a sa matrice transposée : A =! A

1 3 0 4 3
e (a; =a; V1 <i,j <n). Exemples:A:<3 2), B=| 4 2 7|,
375
3 6 7 8
6 4 2 9
C= 7 2 11
8 9 1 2

Matrice antisymétrique
Soit A une matrice carrée d’ordre n: A = (a;j)1<; j<n- On dit que la matrice
A est une matrice antisymétrique si sa matrice transposée est égale a sa matrice

opposée : tA=—_Aie. (aij = —aj; V1 <i,j <n). Exemples: A = < g _03 >,
0 6 -7 -8

0 —4 -3
B=(4 0 7 |, C= 6 02 9 . Les éléments diago-
3 _7 0 7 =2 0 -1
8 9 1 0

naux d'une matrice antisymétrique sont nuls.

Opérations sur les matrices

Deux matrices A et B de M, ) sont égales si elles ont les mémes coeffi-
cients: A=B & a;;=0b;V1<i<m1<j<navecA= (aij) et B = (bij).
Soient A et B deux matrices de M, ,,y. La matrice C de M, ) définie par :
cij = ajj + b,-]- V1 <i <m,1 <j<n,sappelle la matrice somme des matrices
A et B. On note C=A+B.

1. VA,B,C € M(m,n) A+ (B+C) = (A-l—B) + C.

2. VA,B € M(m,n): A+B=B+ A.

3. VA,BE M(yy: '(A+B)="A+'B.

0 —4 -3 1 3 2
Exemple.A—<4 0o 7 >e’rB—(1 5 4>

0+1 —44+3 —3+2>_(1 -1 —1>

A+B—(4+(—1) 0+5 744 3 05 11

Soient A une matrice de M, ) et & un scalaire (x € K). La matrice C de
M(m,n) définie par cij = adjj Vvl <i < m1 < j < n,s’appelle la matrice
produit externe de la matrice A par le scalaire . On note C = a. A.

1. YA € My Vo, pEK: (n+B).A=aA+pA
2. VA,B€ My, ) Va € K:a.(A+ B) = a.A+a.B.
Exemples :



1. VA € My, 1.A= Aet0.A = Opy.
(2 -4 3\ ., _.(2 -4 -3
pas (2 )eana (2P

Produit de deux matrices

6 —-12 -9
12 0 21 )°

— Soient A une matrice de M, , et B une matrice de M, ,). La matrice C
de M, ) définie par :

n
Cl']'Z Zaikbk]‘ v1§l§m,1§]§p
k=1

s’appelle la matrice produit de la matrice A par la matrice B.
— Onnote C = A x B.

— On ne peut effectuer la multiplication de deux matrices A et B que si le
nombre des colonnes de la matrice A est égal au nombre de lignes de la
matrice B (ici n).

1. VA e M, Be My, Ce Mg :
(AXB)xC=Ax(BxC)E&€ Mg,,.
2. VA€ M@uuy,B,Ce My, -
Ax(B+C)=AxB+AxCe M,,.
3. VAE Myn,Be Mg, :
‘(AxB)="Bx"Ae M,
Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne

Soient A = (a1, ..., Ajg, ..., Aip;) Une matrice ligne (A € M(1,m)) et B =
by

brj | une matrice colonne (B € M(m,1)). La matrice C = A x B est alors

binj
égale au scalaire défini par :

C= aﬂblj +..+ aikbk]‘ + ..+ aimbmj/ (C S M(l,l))

-2
0
2
1

AXB=1x(-2)4+2x0+(-1)x2+0x1=—-4

Exemple: A = (1,2,—1,0) et B =



Calcul pratique du produit matriciel
Soient deux matrices A € M(m,n)) et B € M(n,p)):

al e A oo Iy
ajy «— ligne L;

A= a1 e ajl

A1 oo+ Ak --+ Amn

b1 ... b1] blp
B = bkl ce. bk] N bkn
bt oo by oo bup

N colonne C;

Pour obtenir le coefficient P;; de la matrice produit P = A x B, on fait le
produit de la ligne L; de la matrice A (L; : matrice ligne) par la colonne C; de la
matrice B ( C; : matrice colonne) :

LiCi ... LG ... LiG
P = L,C ... L,'C]' LiCp p PEM(TH,p).
LuCi oo LuCj ... LuGCp

10
—A:(é : :;)etB: 0 -1 |.
10

— AeM(2,3)etBe M(3,2) = AxBe M(2,2)etBx A e M(3,3).
a [ LixC LixG\ (0 -2
AXB_(szc1 LzXCz)_(O —1)‘

L1XC1 L1XC2 L1XC3 1 2 -1
Bx A= L2><C1 LzXCz LzXCg = -2 -1 2 .
L3><C1 L3XC2 L3><C3 1 2 -1
1 0 0 1
—Az(é%_;)etB: 01 1 o0|.
-1 0 -1 0
(2,4).

— AeM(2,3)etBeEe M(3,4) = AxBeM



— AXxB=

L1XC] L1XC2 L1XC3 L1XC4 . 2
L2XC1 LzXCz LzXCg L2><C4 o 4

_ N
W W
N =
~__

— On ne peut pas effectuer la multiplication B x A.

— Engénéral AXxB#BxA:

(o) (o) ()0

— Engénéral AXB=0,# A=0,0uB=0;:
10 « 00 (00O
0 0 01/ \L0oO

— Une matrice carrée A d’ordre n (A € M(n)) est dite inversible s’il existe

une matrice carrée B d’ordren (B € M(n)) telleque: AXx B=Bx A =
I,.

— Onnote B= A1,

o O
N—

Matrice inversible

— La matrice B = A~! s’appelle la matrice inverse de la matrice A .

Si deux matrices A et B de M(n) sont inversibles alors la matrice A x B est
inversible et (A x B)™! = B™! x A1, Exemples:

1 2 3 =2
1.A<1 3), B<_1 ; )
AXB=BxA=1.

La matrice A est alors inversible et A~! = B.

0 1 a b c d
2.A<O 0),VB<C d),AxB<O O)#IzethA
a
c

( 8 > # I. La matrice A est alors non inversible.
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